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目的　平成27年市区町村別生命表報告書に記載のある，平均余命の標準誤差について，その評価式の導
出過程を明らかにするとともに，人口規模と誤差の大小関係を観察することを目的とした。

方法　Chin Long Chiang氏の方法に基づき，実績死亡数を人口の回数分の真の死亡確率によるベルヌー
イ試行の結果とみなすことから出発し，平均余命の標準誤差を，死亡率の分散を使って表現した。

結論　人口の常用対数と平均寿命の標準誤差率の間には負の相関がみとめられ，相関係数は男－0.79，
女－0.74であった。

キーワード　試行結果としての死亡数，平均余命の誤差，人口規模

Ⅰ　は　じ　め　に

　生命表の作成基礎期間における死亡数の実績を，
真の死亡確率による人口の回数分のベルヌーイ試
行の結果とみなすことから出発して，平均余命の
誤差を評価することを考える。このとき，人口は
試行回数に相当する定数，死亡数は二項分布にし
たがう確率変数（の一実現値）ということになる。
以下の議論においては，真の死亡確率から得られ
る真の生命表を措定したうえで，実績から得られ
る具体的な値に対しては，それを確率変数の一実
現値とみなし，ハット（ˆ）を付して区別する。

Ⅱ　ベルヌーイ試行の結果としての死亡数

　一般に，人口Pに対して作成基礎期間中の死亡
数D̂を得るとき，真の死亡率 q を措定すると，D̂
は二項分布にしたがう確率変数

D̂~Bin（P,q）
とみなすことができ，このとき，

E（D̂）＝P・q，V（D̂）＝P・p・q
である。したがって，死亡率および生存率を

q̂＝D̂ 
P ，p̂＝1－q̂

により推定するとき，

E（q̂）＝q，E（p̂）＝p，V（q̂）＝V（p̂）＝p・q
P

であって，その標本推定値は，

　Ê（q̂）＝q̂，Ê（p̂）＝p̂，V̂（q̂）＝V̂（p̂）＝p̂・q̂
P

で与えられる。同じことの繰り返しのように思わ
れるかもしれないが，以下の議論において，定数
と変数の区別（ハットのあるなし）はきわめて重
要である。

Ⅲ　平均余命の標準誤差－一般論－

　さて，ベルヌーイ試行の結果としての死亡数の
実績値から計算された生命表があったとして，そ
の年齢階級区分が，

x0＝0，xi＋1＝xi＋ni（i＝0,1,2,…,ω－1）
で与えられ，最終到達年齢xωにおいてはl̂（xω）＝0
が達成されているものとする。ここで，0≦i≦j
≦ω－1なる i ， j に対して，xiからxj＋njへの生
存率p̂［xi,xj＋nj］は，互いに独立な確率変数の積

p̂［xi,xj＋nj］＝　　p̂［xk,xk＋nk］

へと分解される。なぜなら，各p̂［xk,xk＋nk］（k＝
i,…,j）は異なる年齢階級における生存率だから
である。
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　定義から，任意のxi（0≦i≦ω－1）に対して，

　e̊̂（xi）＝T̂（xi）
l̂（xi）

　　　＝ 1
l̂（xi）

　　L̂［xj,xj＋nj］

であって，ここにL̂［xj,xj＋nj］はl̂（xj）とl̂（xj＋nj）の
重み付き平均
　L̂［xj,xj＋nj］＝nj・l̂（xj＋nj）
　　　　　　　＋â［xj,xj＋nj］・d̂［xj,xj＋nj］
　　　　　　＝nj・l̂（xj＋nj）
　　　　　　　＋â［xj,xj＋nj］・ l̂（xj）－l̂（xj＋nj）
　　　　　　＝â［xj,xj＋nj］・l̂（xj）
　　　　　　　＋（nj－â［xj,xj＋nj］）・l̂（xj＋nj）
として表現できる（重み＝nj＝区間の幅）。ここで，
特定の作成基礎期間における年齢階級別死亡状況
のパターンは大きく変動しないと考えるならば，
âの値はおおよそ不変と考えられる。そうすると，
â［xj,xj＋nj］は確率変数ではなくなり，ハットが取
れる。すなわち，定常人口の表現は，
　L̂［xj,xj＋nj］＝a［xj,xj＋nj］・l̂（xj）

　　　　　　＋（nj－a［xj,xj＋nj］）・l̂（xj＋nj）
と改められる。ここで，xj＋nj＝xj＋1であったこと
を思い出し，平均余命の式に代入すると，

　e̊̂（xi）＝ 1
l̂（xi）

［{a［xi,xi＋ni］・l̂（xi）

　　　　＋（ni－a［xi,xi＋ni］）・l̂（xi＋1）}
　　　　＋{a［xi＋1,xi＋1＋ni＋1］・l̂（xi＋1）
　　　　＋（ni＋1－a［xi＋1,xi＋1＋ni＋1］）・l̂（xi＋2）}
　　　　＋…
　　　　＋{a［xω－1,xω－1＋nω－1］・l̂（xω－1）
　　　　＋（nω－1－a［xω－1,xω－1＋nω－1］）・l̂（xω）}］
　　　＝a［xi,xi＋ni］

　　　　＋　　（nj－a［xj,xj＋nj］＋a［xj＋1,xj＋1＋nj＋1］）

　　　　･p̂［xi,xj＋1］
となるから，

ci＝ni－a［xi,xi＋1］＋a［xi＋1,xi＋2］
 （i＝0,1,2,…,ω－ 2 ）
と定義すると，

e̊̂（xi）＝a［xi,xi＋ni］＋　　cj・p̂［xi,xj＋1］

を得る。このことから，

ω－1

Σ
j＝i

ω－2

Σ
j＝i

ω－2

Σ
j＝i

　E e̊̂（xi） 

　　＝a［xi,xi＋ni］＋　　cj・E（p̂［xi,xj＋1］）

　　＝a［xi,xi＋ni］＋　　cj・E 　　p̂［xk,xk＋1］

　　＝a［xi,xi＋ni］＋　　cj・　　E（p̂［xk,xk＋1］）

　　＝a［xi,xi＋ni］＋　　cj・　　p［xk,xk＋1］

　　＝a［xi,xi＋ni］＋　　cj・p［xi,xj＋1］

　　＝�（xi）

　V e̊̂（xi） ＝V 　　cj・p̂［xi,xj＋1］

であることがわかる。
　ここで，

　Ŝi＝　　cj・p̂［xi,xj＋1］，Si＝　　cj・p［xi,xj＋1］

と定義すると，

E（Ŝi）＝Si，V（Ŝi）＝V e̊̂（xi）

であって，簡単のため，
　p̂i＝p̂［xi,xi＋1］，ai＝a［xi,xi＋1］

のように書くことにすると，

　Ŝi＝　　cj・p̂［xi,xj＋1］

＝ci・p̂i

＋ci＋1・p̂i・p̂i＋1

＋…
＋cω－2・p̂i・…・p̂ω－2

＝p̂i（ci＋ci＋1・p̂i＋1＋…＋cω－2・p̂i＋1・…・p̂ω－2）
＝p̂i（ci＋Ŝi＋1）

なる漸化式が成り立っていることがわかる。ここ
で，Ŝi＋1はp̂i＋1,…,p̂ω－2の関数であってp̂iとは独立，
つまり確率変数p̂iとci＋Ŝi＋1は独立である。独立な
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確率変数の積の期待値は，個々の確率変数の期待
値の積に等しくなることと，

（ 2 乗の期待値）＝分散＋（期待値）2

であることを使えば，
　V e̊̂（xi）＝V（Ŝi）

　　　 ＝E（Ŝi
2）－{E（Ŝi）}2

　　　 ＝E p̂i
2・（ci＋Ŝi＋1）2 －Si

2

　　　 ＝E（p̂i
2）・E （ci＋Ŝi＋1）2 

　　　 －pi
2・（ci＋Si＋1）2

　　　 ＝（V（p̂i）＋{E（p̂i）}2）・E（ci
2＋2・ci ・Ŝi＋1

　　　 ＋Ŝ2
i＋1）－pi

2・（ci＋Si＋1）2

　　　 ＝{V（p̂i）＋pi
2}{ci

2＋2・ci・E（Ŝi＋1）＋E（Ŝ2
i＋1）}

　　　 －pi
2・（ci＋Si＋1）2

　　　 ＝{V（p̂i）＋pi
2}・（ci

2＋2・ci・Si＋1＋V（Ŝi＋1）
　　　 ＋{E（Ŝi＋1）}2）－pi

2（ci＋Si＋1）2

　　　 ＝{V（p̂i）＋pi
2}・{ci

2＋2・ci ・Si＋1＋V（Ŝi＋1）
　　　 ＋S2

i＋1}－pi
2・（ci＋Si＋1）2

　　　 ＝{V（p̂i）＋pi
2}・{（ci＋Si＋1）2＋V（Ŝi＋1）}

　　　 －pi
2・（ci＋Si＋1）2

　　　 ＝{V（p̂i）＋pi
2}・V（Ŝi＋1）＋V（p̂i）・（ci＋Si＋1）2

　　　 ＝E（p̂i
2）・V（Ŝi＋1）＋（ci＋Si＋1）2・V（p̂i）

なる計算が可能で，これから，V e̊̂（xi）に関する
漸化式
　V e̊̂（xi）＝E（p̂i

2）・V e̊̂（xi＋1）
　　　　＋{ni－ai＋�（xi＋1）}2・V（p̂i）

を得る。
　さてここで，確率変数e̊̂（xi）の上限は，

e̊̂（xω－1）＝aω－1

と，定数になるから，

V e̊̂（xω－1）＝0

である。これから始まって，漸化式を使って下に
おりていくと，帰納的に
　V e̊̂（xω－2）＝E（p̂2

ω－2）・V e̊̂（xω－1）
　　　　　 ＋{nω－2－aω－2＋�（xω－1）}2・V（p̂ω－2）
　　　　 ＝{nω－2－aω－2＋�（xω－1）}2・V（p̂ω－2）

　V e̊̂（xω－3）＝E（p̂2
ω－3）・V e̊̂（xω－2）

　　　　　 ＋{nω－3－aω－3＋�（xω－2）}2・V（p̂ω－3）

　　　　 ＝E（p̂2
ω－3）・{nω－2－aω－2＋�（xω－1）}2

　　　　　 ・V（p̂ω－2）
　　　　　 ＋{nω－3－aω－3＋�（xω－2）}2・V（p̂ω－3）

　V e̊̂（xω－4）＝E（p̂2
ω－4）・V e̊̂（xω－3）

　　　　　 ＋{nω－4－aω－4＋�（xω－3）}2・V（p̂ω－4）
　　　　 ＝E（p̂2

ω－4）
　　　　　 ・［E（p̂2

ω－3）・{nω－2－aω－2＋�（xω－1）}2

　　　　　 ・V（p̂ω－2）
　　　　　 ＋{nω－3－aω－3＋�（xω－2）}2・V（p̂ω－3）］
　　　　　 ＋{nω－4－aω－4＋�（xω－3）}2・V（p̂ω－4）
　　　　 ＝E（p̂2

ω－4）・E（p̂2
ω－3）

　　　　　 ・{nω－2－aω－2＋�（xω－1）}2・V（p̂ω－2）
　　　　　 ＋E（p̂2

ω－4）・{nω－3－aω－3＋�（xω－2）}2

　　　　　 ・V（p̂ω－3）
　　　　　 ＋{nω－4－aω－4＋�（xω－3）}2・V（p̂ω－4）
　　　　 ＝E（{p̂［xω－4,xω－2］}2）
　　　　　 ・{nω－2－aω－2＋�（xω－1）}2・V（p̂ω－2）
　　　　　 ＋E（{p̂［xω－4,xω－3］}2）
　　　　　 ・{nω－3－aω－3＋�（xω－2）}2・V（p̂ω－3）
　　　　　 ＋E（{p̂［xω－4,xω－4］}2）
　　　　　 ・{nω－4－aω－4＋�（xω－3）}2・V（p̂ω－4）

等々となるので，これらの統一的な表現として，
平均余命の分散の一般式

　V e̊̂（xi）

＝　　E（{p̂［xi,xj］}2）・{nj－aj＋�（xj＋1）}2・V（p̂j）

 …①
を得る。

Ⅳ　平成27年市区町村別生命表への応用

　さて，平成27年市区町村別生命表では，年齢階
級を

（x,n）＝ （0,1），（1,4），（5,5）,（10,5），…，（90,5），
（95,∞）

と取り，平成27年都道府県別生命表の結果を所与
のものとして，都道府県 i 市区町村 j の死亡率を
以下の方法によりベイズ推定した。

ω－2

Σ
j＝i
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　まず，都道府県 i における市区町村 j ごとの粗
（中央）死亡率の，人口の重み付き平均および分
散nEx

i，nVx
iから決まるパラメータ

　　nαx
i＝nEx

i・  nEx
i（1－nEx

i）
nVx

i － 1 ，

　　nβx
i＝（1－nEx

i）・  nEx
i（1－nEx

i）
nVx

i －1 

 （x＝0,1,5,10,…,95）
により定義されるベータ分布Beta（nαx

i,nβx
i）を，（中

央）死亡率の事前分布として置く。その後，各市
区町村 j の死亡数nDx

（i,j）を，二項分布にしたがう
確率変数の実現値とみなし，その実現確率を尤度
関数として乗じることで事後分布を決定した。こ
のとき，ベータ分布は二項分布の一般化であり共
役性があることから，事後分布もまたベータ分布

Beta（nαx
i＋nDx

（i,j）,nβx
i＋ 3 ・nPx

（i,j）－nDx
（i,j））

　（ただしここで，B（i,j）（H25
H27），B（i,j）（ H26

H28）を，都
道府県 i 市区町村 j における平成25～27年，26～
28年の出生数として， 3 ・P0

（i,j）＝ 1
2 ･ {B（i,j）（H25

H27）
＋B（i,j）（H26

H28）}と読み替える）となる。
　この事後分布の期待値を（中央）死亡率のベイ
ズ推定値として用いることで，市区町村別生命表
を作成した。すなわち，

　q0
（i,j）＝ α0

i＋D0
（i,j）

α0
i＋β0

i＋ 1
2 ・{B（i,j）（H25

H27）＋B（i,j）（H26
H28）}

　　＝ α0
i＋β0

i

α0
i＋β0

i＋ 1
2 ・{B（i,j）（H25

H27）＋B（i,j）（H26
H28）}

・E 0
i

　　　＋
1
2 ・{B（i,j）（H25

H27 ）＋B（i,j）（H26
H28 ）}

α0
i＋β0

i＋ 1
2・{B（i,j）（H25

H27 ）＋B（i,j）（H26
H28 ）}

・q~0
（i,j）

 …②

　nmx
（i,j）＝ nαx

i＋nDx
（i,j）

nαx
i＋nβx

i＋3・nPx
（i,j）

　　　＝ nαx
i＋nβx

i

nαx
i＋nβx

i＋3・nPx
（i,j）・nEx

i

　　　　＋ nPx
（i,j）

nαx
i＋nβx

i＋3・nPx
（i,j）・nm~x

（i,j）

 （x＝1,5,10,15,…,95）
 …②’
として，これに都道府県別生命表の

naxi＝ nLx
i－n・li

x＋n

ndx
i

を情報として付加することで， 1 歳以上の死亡率
については，

nqx
（i,j）＝ n・nmx

（i,j）

1＋（n－naxi）・nmx
（i,j）

 （x＝1,5,10,15,…,90）
とし，さらに定常人口を

nLx
（i,j）＝n・l（i,j）

x＋n＋naxi・ndx
（i,j）

 （x＝0,1,5,10,15,…,90）

∞L（i,j）
95 ＝ ∞d（i,j）

95

∞m（i,j）
95

により計算することで生命表を作成した。
　ここで，（中央）死亡率の事後分布の分散は，

　nVx
（i,j）＝ （nαx

i＋nDx
（i,j））・（nβx

i＋3・nPx
（i,j）－nDx

（i,j））
（nαx

i＋nβx
i＋3・nPx

（i,j））2・（nαx
i＋nβx

i＋3・nPx
（i,j）＋1）

 …③
となるが，これを形式的に①に代入し，

　E（｛p̂［xi,xj］｝2）↘Ê（｛p̂［xi,xj］｝2）≈｛p̂［xi,xj］｝2＝

　�（xj＋1）↘e̊̂（xj＋1）
と置き換えることで，平均余命の標準誤差の推計
式

　 V（�x
（i,j））＝　　 lt（i,j）

lx（i,j） 
2

・（n－nat
i＋�（i,j）

t＋n）2・nVt
（i,j）

　　　　＝ 1
lx（i,j）  　　（lt（i,j））2・（n－nat

i＋�（i,j）
t＋n）2・nVt

（i,j）

 （x＝0,1,5,10,15,…,90）
が導かれる。

Ⅴ　人口規模と標準誤差率の関係

　②，②’ からわかるとおり，死亡率のベイズ推
定値は，都道府県 i の（中央）死亡率と市区町村
（i,j）の粗（中央）死亡率との，比

（nαx
i＋nβx

i）： 3・nPx
（i,j）

での平均値であって，
nαx

i

nαx
i＋nβx

i＝nEx
i＝ nDx

i

3・nPx
i

が成り立っているのだから，

lxj（ ）
2

lxi

90

Σ
t＝x

90

Σ
t＝x
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　α＋β↔延べ人口，α↔死亡数，β↔生存数
の対応に意味があることがわかる。
　その目で③をみると，

　nVx
（i,j）＝ （nαx

i＋nDx
（i,j））・（nβx

i＋3・nPx
（i,j）－nDx

（i,j））
（nαx

i＋nβx
i＋3・nPx

（i,j））2（nαx
i＋nβx

i＋3・nPx
（i,j）＋1）

　 　 ≈（死亡数）・（生存数）
（人口）3

　　＝（死亡率）・（生存率）
人口

という形になっており，これはⅡで述べた。

V̂（q̂）＝V̂（p̂）＝p̂・q̂
P

のアナロジー（類似表現）となっている。市区町
村間での人口の変動に比べたら，死亡率の変動は

微々たるものなので，大まかな傾向でいうと，

V �x
（i,j）∝ 1

人口
が成り立っていると考えられる。
　そこで，平均寿命の誤差が，人口が大きくなる
につれて小さくなる様子を観察したいのだが，市
区町村ごとの人口は文字どおり桁違いに異なって
いるため，そのままではいい図が描けない。そこ
で，（人口の常用対数）×（平均寿命の標準誤差率

（％））を散布図にプロットすることにした（図 1，
2）。いずれも負の相関がみられ，相関係数は男
－0.79，女－0.74であった。
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図 1　人口の常用対数×標準誤差率（男）

0.8
％

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

人口の常用対数

平
均
寿
命
の
標
準
誤
差
率

y＝－0.0009x＋0.0055
R2＝0.5416

1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8 4.0 4.2 4.4 4.6 4.8 5.0 5.2 5.4 5.6 5.8

図 2　人口の常用対数×標準誤差率（女）
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Ⅵ　ま　と　め

　「標準誤差」とは，確率変数としての推計値が
したがう分布の標準偏差として定義されるもので
あって，推計値が独立で同一の分布にしたがう何
らかの確率変数の算術平均として表現できない場
合には，中心極限定理が使えず，複雑な推計式に
よる推計値の誤差評価は一般に困難なものとなる。
　しかしながら，Chin Long Chiang氏の方法を
使うことで，平均余命の分散は，

　V e̊̂（xi）

　＝
ω－2

Σ
j＝i

E（｛p̂［xi,xj］｝2）・{nj－a［xj,xj＋1］

　　＋�（xj＋1）}2・V（p̂j）

と評価することができる。
　市区町村別生命表への応用にあたっては，生存
率 p̂ の分散として，事後分布の分散

　nVx
（i,j）＝ （nαx

i＋nDx
（i,j））・（nβx

i＋nPx
（i,j）－nDx

（i,j））
（nαx

i＋nβx
i＋3・nPx

（i,j））2・（nαx
i＋nβx

i＋3・nPx
（i,j）＋1）

を代入することで，平均余命の標準誤差を評価す
ることが可能となる。
　計算結果をみると，人口規模が大きいほど誤差
が小さくなる傾向がみられ，人口の常用対数と平
均寿命の標準誤差率の間の相関係数は，男－0.79，
女－0.74であった。
　最後に，本論文で以上述べたことは，筆者の個
人的見解であることを申し添えておく。
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